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Ozet

Bu calismada, iinlii Arap matematikcisi Sabit Bin Kurra’min (834-901) ikinci derece denklemlerini
geometrik yoldan nasil ¢6zdiigii iglenecektir.
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The geometric solutions of quadratic equations given by Thabit bin Qurra

Abstract

In this work, we have studied how the geometric solutions of quadratic equations were given by the
famous Arabian mathematian Thabit bin Qurra (834-901).
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Giris

Babilliler, ikinci derece denklemlerini kendi dillerindeki ¢ivi yazilariyla ve bazi s6zel komutlariyla,
bugiin bizim kullandigimiz tam kareye tamamlama yontemine esdeger bir yolla ¢ozmiisler ve
uygulamalar yapmislardir. Bu ¢alismalar 1940 yilindan sonra yapilan kazilarla ortaya cikarilabilmis
ve okunabilmistir. Mezopotamya’daki uygarliktan ¢ok sonra denklem ¢oztimleri Cin, Hindistan,
Yunanistan ve Islam iilkelerinde énem kazanmstir. Rénesans dncesinde de Avrupa’ya geg¢mistir.

Orta Dogu’da ikinci bir cebirci olarak Sabit bin Kurra (836-901) sayilabilir. 836 yilinda Harran’da
dogan Sabit bin Kurra Harran Sabilerindendir. Chwolson’un yazdiklarma goére 77 giines yil
yasayan Kurra 901 yilinda 6ldiigiine goére dogum tarihi 824 olmalidir. Dogum tarihi bazi kaynaklara
gore 826, bazilarina gore 836 olarak gecer. Kabul edileni ise 836 yilidir.

' Prof. Dr. ALI DONMEZ, Aydin Universitesi Miihendislik ve Mimarlk Fakiiltesi, Makine Béliimii, Florya Yerleskesi,
Kiigiikcekmece-Istanbul
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A.Dénmez

Harran Sabileri Tanriya yildizlar araciligiyla yakardiklart i¢in onlarda gokbilimi ¢ok ilerlemistir.
Sabilere bu nedenle yildizlara tapanlar da denmistir. Yalniz, Harran Sabileri Arabistan
yarimadasinda yasayan Islam dncesi Sabilerinden farklidir.

Sabit bin Kurra cevresinde yaygin olan bos diislince ve inanislara pek aldirmamistir. Bunlara
inanmadig1 gibi kars1 ¢iktigi da olmustur. Aslinda kendisi bir Arap matematikgisi, hekimi ve
diisiiniirii olarak bilinir ve bdyle tanmmistir. Dokuzuncu yiizyillda hizla gelisen Arap-islam
kiiltiiriiniin en ileri gelen temsilcilerinden birisidir.

Kurra varlikli bir ailenin ogluydu. Kuyumculuk yaptig1 siralarda farkli paralari birbirine ¢ok usta
ve hizli bir sekilde ¢evirdigi icin dikkat ¢ekiyordu. Kuyumculuktan kazandigi varlikla birlikte
Bagdat’a gitti. Burada kendi 6zel yetenegi sayesinde kapsamli bir matematik ile felsefe, tip,
astronomi ve astroloji 6grenimi gordii. Dogdugu kente dondiigiine, hala Sabilige ve 6teki Helenistik
putperest inanglara bagli dindaslari onun felsefi goriislerini tepkiyle karsiladilar. Yerel bir din
mahkemesinde yargilanmak {izere c¢agrilinca yanlis felsefi goriislerinden vazgectigini agikladi ve
Harran’1 terk ederek yargilanmaktan kurtuldu. Kofortusa kasabasinda karsilastigi Sakir’in oglu
Muhammet bin Musa’yla birlikte Bagdat’a gitti. Orada Abbasi Halifesi Mutezit’in (892-902)
hiikiim siirdiigii donemin danigmanlar1 araciligiyla sarayin gokbilgini oldu. Yagaminin geriye kalan
boliimiinii sarayda matematik, felsefe ve tip konularinda kitaplar yazmakla gegirdi. Ayrica, Yunanl
matematikgilerin ve gokbilimcilerin yapitlarin1 Arapgaya ¢evirmek ve onlar1 6grenmekle ugrasti.

Sabit bin Kurra o déonemin Bagdat bilminin patronlar1 olan Sakir’in ogullart Muhammet, Ahmet ve
Hasan’dan ¢ok yakinlik gordii. Uzun bir siire Muhammet’in evinde kaldi. Bu sirada Halifeye
tanitildi. Bu olaylarin tiimii 873 yilinin ocak ayinda Muhammet’in 6liimiinden Once gergeklesti.
Yazdig1 eserler tip, felsefe, matematik ve astroloji iizerine olmustur. Kendisi Yunanca ve
Suriyeceden Arapgaya ceviri yapan en usta biri olarak bilinir. Euclides’ten, Arcihemedes’ten,
Apollonios’tan, Ptolemaios’tan, Nikomachos’tan, Proklos’tan ve diger Yunanl bilginlerden ¢ok
sayida ¢eviri yapti. Barhebraeus’un yaptigi taramalara gére Kurra’nin sadece Suriyece Yazdigt 150
tane kitab1 vardir. Yaptig1 ¢eviriler ve yazdigi Arapca eserler bu sayinin disindadir. Bunlardan bizi
daha ¢ok ilgilendiren ilki astronomi, ikincisi cebir ve digeri de aritmetik lizerine olan kitaplaridir.

Astronomi lizerine olan ilging ¢alismasinin yalniz Latince ¢evirisi ve baskisi vardir. Bu ¢aligmanin
Latince cevirisi 1960 yilinda C.F. Carmody tarafindan, Sabit bin Kurra’nin Astronomi Caligmalari
ismiyle yaymlanmistir. Bu kitabin daha iyi anlasilmasi igin aciklama Ingilizce cevirisi Otto
Beugebaur tarafindan yapilmistir.

Kurra’nin “Sekiz Kiiresi”, sabit yildizlarin kiiresiyle ilgilidir. Bu kiirenin iginde bes “yildiz
gezegeninin” yedi kiiresi diigliniilmiistiir. Modern astronomide sabit yildizlarin hemen hemen
hareketsiz olduklar1 diigiiniilmiistiir. Giin doniimii noktalarinin sabit yildizlara gore kiiciik olan
kii¢iik hareketlerinin oldugu varsayilmistir. Ptolemy kuramina gére giin doniimii noktalar1 sabittir.
Yildizlarin ancak 100 yilda 1 derecelik bir geri hareketi vardir. Sabit bin Kurra, bu kiiciik
degisimlerin gozlemlerle belirlenemeyecegine dikkatleri ¢ekti. Yani giin doniimii noktalarina goére
daha fazla olmalidir. Halife el Memun doneminin astronomlarinca yapilan duyarli gézlemler zaten
Kurra’y1r dogrular yoniindeydi. Bu nedenle Kurra bu olay1 agiklayabilmek i¢in sabit yildizlarin
kiiresinin hareketinin devirli bir hareket oldugunu kabul etti.

Sabit bin Kurra’nin agikladig1 diger bir olay daha vardi. O da ekliptikligin azalmasinin nedenini
aciklamasidir. Eski Yunanhilar bu egikligi yirmi dort derece olarak tahmin etmislerdi. Ptolemy,
Eratosthenes’in tahmin ettigi egiklikten biraz daha kiigiik bir egikligi hesaplamalarinda kullanmisti.
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Sabit bin Kurra’nin ikinci derece denklemlerinin geometrik ¢oziimleri

Oysa, el Memun doneminin astronomlari tarafindan Bagdat’ta yapilan gozlemlerle bu egikligi 23
derece ve 33 dakika oldugunu saptamislardi. Tiim bu olaylar1 Kurra’nin yaptigi incelikli
gozlemlerle agikladigi bilinmektedir. O bu c¢aligmalarini yaptigi iki tane kiiciik tablo ile
yayinlamistir. Bu teknik konulara fazla derinlemesine girmeye burada gerek yoktur.

Sabit bin Kurra’nin ikinci derece denklemleri geometrik yolla ¢ozmesi ilgingtir. Bu ¢oziimleri
iceren ¢alismasi halen Ayasofya Miizesi’'nde 2457, 3 numarayla kayithidir ve koruma altindadir. Tek
kopya olan bu ¢alismanin agiklamali Almanca ¢evirisi 1941 yilinda Leipzig’de P. Luckey
tarafindan yapilmstir.

Sabit bin Kurra’nin ikinci derece denklemleri 6zet olarak ti¢ tiire dontistiiriilebilir. Bunlar bugiinkii
dille

2
X +mx=n
2
x“+b=ax
ve
2
atax=x

bi¢cimindedirler. Kurra’nin bu denklemlerinin ¢oziimleri, Euclides’in Elements isimli kitabinin
ikinci cildinde yaptig1 ¢oziimlere ¢ok benzemekte ve buradaki besinci ve altinci Onermeler
kullanilmaktadir. Hatta yaptig1 islemlerin bir¢ok komutu Euclides’ten alinmadir. Ornegin,

x2+mx:n

bigimindeki ikinci derece denklemi Euclides’in ikinci kitabinda kullandigi altinci 6nermeyle
¢Ozmustiir.

Simdi, Sabit bin Kurra’nin
2
X +mx=n

bicimindeki denklemini geometrik bir yolla nasil ¢ozdiigiinii gosterelim. Bunun i¢in bugiinkii dille
baz1 kolaylastirici yollar1 da kullanacagim. Once kenarlar1 x olan ABDG karesini

G X A

14



A.Dénmez

bi¢ciminde c¢izelim. Burada AB=BD=DG=GA=x olarak alinmistir. Sonra x kokiiniin katsayis1 kadar
olan BH uzunlugunu ¢izerek DH seklini

G X A

D 7 B
mx |
H

bigiminde tamamlayalim. Boylece GH seklinin alan1 x* < mux olur. Bu alan da n sayis1 olarak

veriliyor. Diger yandan AB ile BH uzunluklarmin ¢arpimi DH seklinin mx alanina esittir. Ciinki
AB=DB bi¢imindedir.

Yalniz burada birim yoniiyle bir karigiklik vardir. Alan ile bir dogru parcasinin uzunlugunun
toplaminin bir say1 olmasi Euclides’te de vardir ve o bu birimlere pek aldiris etmiyordu. Eger e
sayis1 birim uzunlugu goésterirse,

X +mx=38

olan ikinci derece denklemi x ve e birim dogru cinsinden

x* +mex = ne’
olarak yazilabilir. Bu halde birim sikintis1 kalmaz.

Simdi problem x ile x+m sayilarinin ¢arpimi n ve farki da m olarak verildiginde x sayist nasil
bulunur problemine doniistii. Bu problemin ¢6ziimii de Euclides’in Elements isimli ikinci kitabinda
verilen altinc1 Onermeyle ¢oziilecektir. Bunun i¢in BH dogru parg¢asinin orta noktast W ile
gosterilsin. Buna gére HA ile AB uzunluklarinin ¢arptmima BW uzunlugunun karesi eklenirse bu
toplam AW uzunlugunun karesine esit olur. Euclides’in bu sdylesinin bugiinkii dille ifadesi

HA.AB +(BA)’ =(AW)’ +(AB+ BW )’
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Sabit bin Kurra’nin ikinci derece denklemlerinin geometrik ¢oziimleri

yada

x +mx+lm2 = (x+lm)2
4 2
yazilir. Bu denklemde birinci yan n+m” /4 oldugundan bu denklem daha kisa olarak
(x+lm)2 = n+lm2
2 4
bigiminde yazilir. ilk yazilan denklemin birinci yanindaki HA.AB carpimi n olarak ve BW

uzunlugunun karesi de m” / 4 olrak biliniyor. Ayrica AW uzunlugunun karesi de

1
n+—m’

bilindiginden AW uzunlugu da

AW = n+lm2
4

olarak bilinir. Boylece x=AW-BW olarak bulunur.

Kurra’nin ¢alismasinin en ilging kismi séyle sona ermektedir. Bu denklemin ¢6ziimiinde izlenecek
yol komutlarla sdyledir. x teriminin katsayisinin yarisi ile kendisinin ¢arpimi bu sayimin yarisinin
karesine esittir. Bu sonucu n olan yani HA ile AB sayilarinin ¢arpimina eklersen AB ile x teriminin
katsayisinin yaris1 olan terimin toplaminin karesini bulursun. Bu sonucun kare kokiinii alip bundan
BH uzunlugunun yarisini ¢ikarirsan bilinmeyen AB=x uzunlugunu elde edersin.
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A.Dénmez

Stiphesiz, Kurra’nin doneminde yukarida kullanilan modern matematik igaretlerinin hicbirisi yoktu.
Burada yapilan iglemlerin okuyucular tarafindan daha iyi anlasilmasi i¢in onun komutlarim
bugiinkii dille yazmaya 6zen gosterdik.

Sabit bin Kurra’nin ikinci denklemi bugiinkii dille
x*+b=ax

bicimindeydi. Yani, kare ve say1 koke esitti. Kurra bu denklemin ¢6ziimiinde yine Euclides’in
Elements isimli kitabmnin ikinci cildindeki 5. Onermeyi kullanmstir.

Burada yine Kurra’nin komutlarini olabildigi kadariyla bugiinkii dille yazmaya 6zen gosterecegiz.

Once kenarlar1 x uzunlugunda olan ABDG karesini

G X A

bigiminde ¢izelim. Sonra bu sekli alan1 x* + b olan GH dikddrtgenine tamamlayalim. Buna

x> +b=ax olur ve buradan,

G X A

X x2 X

D X B
b

H
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Sabit bin Kurra’nin ikinci derece denklemlerinin geometrik ¢oziimleri

x* +b=GA.AHyazilir. Bu sekle gére GH dikddrtgeninin
alan1 GB karesinin alanindan biiyiik oldugu i¢in AH=a G A

uzunlugundan biiyiiktiir. Oyleysex” +b =ax esitliginin

her iki yanindan GB karesinin x” alam ¢ikarilirsa
b=GAAH -x’ =xa-x" =ax—x"

yazilir. Bu b sayis1t b=A4AB.BH oldugundan, simdi problem
carpimlar1 b ve toplamlart a olan AB ve BH ™
uzunluklarinin bulunmasina doniistii.

Euclides’in Elements isimli kitabinmin ikinci cildindeki 5. D B
Onermeye gore bu sayilar bulunacaktir. Bunlari
bulabilmek i¢cin AH uzunlugunun orta noktas1 W ile
gosterilsin. Bu gosterime goére asagidaki sekiller
cizilebilir.
H
G X A
X X X
D X B
..w
b
H

Simdi AB ile BH sayilarinin ¢arpimina BW sayisinin karesi eklenirse bu AW sayisinin karesine esit
olur. Yani,

AB.BH +(BW)* = (AW )

yazilir. Bu da bugiinkii dille
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A.Donmez
ra-0+G-xp =Gy =Ls
2 2 4

ax —x’ +(g—x)2 :la2
2 4

a 1
b+(=-x)=—a’
=" =7

veya

yazilir. AB.BH +(BW)* =(AW)*> denkleminde AW bilindiginden karesi olan (4W)’ biliniyor.
AB.BH=b olarak veriliyor. Oyleyse

(BW) =(AW)’ — AB.BH

Farki da biliniyor. Boylece

(BW)? sayismin kare kokii de bilinecegi igin BW bulunur. AW sayisindan BW sayisi ¢ikarilirsa
veya eklenirse x = AW £ BW kokii bulunur.

Bu sonucun bugiinkii dille yazilisi

a a2—4b_ai\/a2—4b
2 2 2
bi¢imindedir.

Kurra’nin say1 ve kokiin kareye esit olmasi, yani
b+ax=x"

denklemi de yine bunlara benzer yoOntemlerle geometrik olarak c¢oOziilmistii. Bu ¢oziimde
Euclides’in Elements isimli kitabinin 2. Cildindeki 6. Onerme kullanilmistr.

Harizmi cebirinde, el cebri ve mukabele kullandig1 halde, Kurra ikinci sdzciigii atmis ve ¢ozliimde
sadece el cebri kullanmistir. Bu nedenle bu iki bilgin iki farkli okullara ait cebircilerdi. Kurra,
Euclides tiirii bir cebirci oldugu halde Harizmi daha ¢ok Hint ve Tiirk kokenli cebir yolunu
izliyordu. Harizmi’nin ¢6zlimleri biraz da Babil kokenliydi. Kurra’ya gore denklemlerin cebirsel
coziimlerinde tiimilyle Euclides’in geometrik ¢6ziim yontemleri kullanilmaliydi. Kurra’nin burada
yaptig1 yenilik, geometri ile cebir arasinda kurulan matematiksel iligkidir. Yoksa her ikisinin
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Sabit bin Kurra’nin ikinci derece denklemlerinin geometrik ¢oziimleri

coziimlerinde kullandiklar1 islemler gereksiz fazlaliklardi. Her iki yazarin ¢oziimlerinde sifir ve
negatif kokler gbz oniine alinmamistir. Yani bu ¢oziimler tam degildir. Hele karmagik koklerin bu
yontemle bulunmasi olanaksizdir. Ciinkdi,

ax’* +bx+c=0

bi¢imindeki denklemi

b ¢
X +=x+—=0
a a

, b ¥ ¢ b
—xt—+—=—
a dq d 4a

b, b —4ac
xX+—

( a) 4a®
2_

x+i:i b jac
2a 4a

x_—bi-\/bz—4ac

2a

bi¢imindeki ¢dziimiinde geometriye hicbir gereksinme yoktur. Ustelik bu formiil gercel ve karmasik
tiim kokleri vermektedir. Zaten Babil, Misir, Maya, Cin, Hint, Tiirk, Iran, Suriye, Ibrani ve Arap
matematikgilerinin yapamadiklari, sonlu tane dort islem ve koklerle, bilinmeyen x terimini bu
katsayilar cinsinden yazamadiklarindan kaynaklanmistir. Aslinda Babillilerin ikinci derece
denkleminin ¢6zliimii i¢in yaptig1 tam kareye esdeger olan yontemleri daha ¢ok cebirseldir ama o da
tam degildir. Yalniz

ax’ +bx+c=0

big¢imindeki ikinci derece denkleminin koklerini veren

—b++b* —4dac

2a

X =

formiiliiniin kimin tarafindan bulundugu bilinmemektedir. Yapilan ¢alismalar sonunda ortak olarak
ortaya ¢ikmuistir.

Sabit bin Kurra, arkadas (amicable) sayilar lizerine de bir kitap yazmistir. Onun bu kitabinin bir
kism1 P. Woepeke tarafindan 1852 yilinda Fransizcaya ¢evrilmistir. Kisaca m ve n gibi iki dogal
saymin arkadas (amicable) olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosulun, bu sayilarin her birinin
dzcarpanlarinin toplammin diger sayiya esit olmasidir seklinde tamimlanir. Ornegin 220 ve 284
ikilisi arkadas sayilardir. Ciinkii 220 sayisinin 6zgarpanlan 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44 ve 110
olduklarindan bu sayilarin toplami 284 ve 284 sayisinin Ozcarpanlart 1, 2, 4, 71 ve 142
olduklarindan bu sayilarin toplami da 220 olur. Bu iki arkadas sayilarin eski Pisagorcular tarafindan
bilindigini hemen belirteyim.
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A.Doénmez
Kurra, p=3.2""-1 veq=3.2"-1 ve r=92""—-1 sayilar asalsa,
M =2"pg ve N=2"r

sayilarinin da arkadas sayilar olduklarini bu kitabinda kanitlamistir. Arkadas olan ikili sayilarin
bulunmasinda Sabit bin Kurra’nin bu yontemi daha sonra Fransiz matematikgileri Pierre de Fermat
ve Rene Descartes tarafindan yeniden bulunmustur. Arkadas sayilarin bulunusu ve kullanilis1 eski
Yunanlilarda vardi. Euclides’in Elements isimli kitabinda buna iliskin 6rnekler vardir. Fermat, bu
220 ve 284 arkadas ciftlerinden baska

17296 =2".23.47

18416 =2".1151

seklinde arkadas olan bir ikili daha bulmustur. Dikkat edilirse, bu da Kurra’nin buldugu formiillerde
n=4 alinmasindan bagka bir sey degildir.

Descartes, Sabit bin Kurra’nin bu arkadas say1 olan ikililerine

9363584 =27.191.383
9437056 = 27.73727

arkadas ikililerini de eklemistir.

Sabit bin Kurra’nin bu kurali nasil buldugu akla gelmektedir. Gergekten, 220 ve 284 olan arkadas
ciftlerin garpanlara ayrilmis sekli p,q ve r asal sayilar icin sirastyla 2° pg ve 2°r bicimindedir.

M ve N arkadas olan bir ¢ift olsun. Buna gore
M =2"pg veN=2"r

ciftini bulup bulamaycagimiza bakalim. Bunun i¢in NV sayisinin kendisi de dahil tiim ¢arpanlarinin
toplaminin

A4+2+...+2")(r+1)
ve M sayisinin kendisi de dahil tiim ¢arpanlarinin toplaminin
A+2+..+2")pg+p+qg+])
oldugunu Sabit’in bildigini kabul edelim. Bu ifadelerin toplami1 M+N olur. Buna gore,
r=pg+p+q (1)
Q2" =D(pg+p+q+1)=2"pg+2"r (2)

yazilir. (1) degeri (2) ifadesinde yerine yazilirsa, p ve ¢ cinsinden
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Sabit bin Kurra’nin ikinci derece denklemlerinin geometrik ¢oziimleri
Q2" =1)(pg+p+q+1)=2"pg+2"(pg+p+q) (3)
elde edilir. Bu da bu giinkii dille,
2'"(p+q+2)=pg+p+q+1 (4)
seklinde kisaltilabilir. (4) denkleminde p+I=P ve gq+I=Q gosterimleri kullanilirsa bu ifade kisaca
2"(P+Q)=PQ

olarak yazilir. Bu esitligin her iki yanina 2" terimi eklenir ve her iki yandan 2"(P+Q) terimi
cikarilirsa

2" =PQ-2"P-2"Q+2"
veya
22n :(P_zn)(Q_zn)

olur. Bu son esitligin ikinci yanindaki iki ¢arpanin isaretleri bir kere aynm1 olmalidir. Eger bu
carpanlarin her ikisi birden negatifse bunlarin ¢arpimi 2*" sayisindan kiigiiktiir. Ciinkii P <2" ve
0<2" ise PQ<2"2"=2"" olur. Bu hal olanaksizdir. Oyleyse bu carpanlarin her ikisi de pozitif

olmalidir. Bu ¢arpanlarmn ¢arpimi 2*" oldugundan, P<Q oldugu kabul edilirse

P-2"=2""
Q_2n — 2n+t

olmalidir. En basit sekilde t=1 olarak segilirse
P=2"42"1=32""
0=2"+2""=62""
yazilir. Boylece, Sabit’in ¢oziimii

p=32"-1
g=3.2"-1
r=P0Q-1=92""_1

olarak bulunur.

Eger n=8 ve t=7 olan olasilik secilirse, Legendre tarafindan 1830 yilinda bulunan 2%257.33023 ve
2°.8520191 olan arkadas say ¢iftleri bulunur.
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A.Doénmez
Yukaridaki hesaplamalarda

(ptD(qtD=pqtptq+tl (6)

A
(p=2")(Q-2")=PQ-2"P-2"Q+2" (7)

Ozdeslikleri gdz Oniine alindi. Bunlar da Euclides’in Elements isimli kitabinin ikinci cildindeki
0zdesliklerden baska bir sey degildir. Bu da Euclides¢i olan Sabit bin Kurra tarafindan iyi bilinen
seylerdi.

Fermat ve Descartes’ten sonra arkadas sayilarin problemleri iizerine ilk kez Leonard Eucler ¢alist1.
Cok keskin bir zekaya sahip olan Euler bu konu iizerinde {i¢c makale yayinladi. Ilk makale 1747
yilinda yaymlandi. Bu makalede Sabit bin Kurra paralelinde Euler tarafindan otuz tane arkadas ¢ifti
elde edildi.

ikinci makale 1750 yilinda yayinlandi. Bu makale bu konuyu tam olarak isledi ve arkadas say
ciftlerin sayisini1 altmis ikiye ¢ikardi. Euler bu ikinci makalede énemli iki problem ¢6zdii. Birinci
problem, p, q ve r asal sayilar1 icin apq ve ar tiiriinde olan arkadas sayilar1 bulmakt1. Tkinci problem
ise, apq ve ars tiirlindeki arkadas sayilar1 benzer yontemle buldu.

Ucgiincii makalede apq ve ar tiiriinde olan arkadas say1 ciftlerine dért tane 6rnek daha olusturdu.

Kaynaklar: Donmez, A. , Matematik Tarihi, 10 cilt.
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